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Ezercice 1. Soit E I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. On note

d°(P)
P=> a;Xx’
j=0

un élément de E. On considére les normes suivantes :

(i)

(i)

(iii)

Ezercice 2. Soit f la fonction définie sur [—m, 7| par f(z) = z~.

(i)

d°(P) d°(P) 12
IPloe=sup x|, [Plh=>"lal, [Plla=| Y af
0<k<d°(P) k=0 k=0

Donner une base et la dimension de l’espace E.
Une base de E est {Xj, k > 0}. L’espace E est donc de dimension infinie dénombrable.
Etablir des inégalités de comparaison entre || - ||oo, || - |1, || - ||2.

Pour tout polynome P, on a
[Plloc < [I1Pll2 < [|P]l1 -

On considére la suite de polynomes { Py }n>1 définie par :
1 2 1 n+1
Po=1+X+-X24 . 4-X"H
n n

Etudier la limite de |[Py — (1 + X)||1, |Pn — (14 X)|2 et | Py — (1 4+ X)||os. Montrer que
P, tend vers 1+ X au sens des normes || - || €t || - |2 mais pas au sens de la norme || - ||1.

Pour tout n>1,ona P, — (1+ X) =n""! Z;ﬁ% X7. On calcule

|Po— 1+ X)) =1, [P—(1+X)[a=n""?2,
1Py — (14 X)|loo =n"".

On a done limy o | Py — (1+ X[l = 1 et limpy oo [Py — (1 4+ X))l = limpoo || P — (1 +

X)|l2 = 0. La suite {P,,} converge donc vers 1+ X pour les normes || - || €t || - [|2 mais
pas pour la norme || - ||1.
Montrer que les normes || - ||oo, || - ||1 €t || - ||2 ne sont pas équivalentes deuz o deux.

Puisque la suite { P, } converge pour les normes || - || €t || - ||2 mais pas pour la norme || - ||,
les deux premieres normes ne sont pas équivalentes a la troisieme. On peut de méme définir
une suite qui converge pour la norme || - || mais pas pour la norme || - ||2, par exemple la
suite Q, = n~1/2 Z?:l X7, pour conclure que les normes || - ||« et || - ||2 ne sont pas non
plus équivalentes.
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Pour k >0, calculer les coefficients ¢, = ["_ f(x) cos(kx) dx.



Pour k=0, 0on a cyg = 2f07r x?2dz = 2m3/3. Pour k > 1, on obtient, en intégrant deux fois
par partie :

™ 2 T
ck:/ 2% cos(kx) da::k/ xsin(kx) dz

4r(—=1)k 2 T 4 (—1)F
= kQ—l-kQ/ﬂcos(kx)dx— @

(ii) Pour k > 1, calculer les coefficients s, = [ f(x)sin(kz) da.
La fonction f étant paire, les coefficients s; sont tous nuls.
(iii) Exprimer l'intégrale ffﬁ f2(x)dzx en fonction des coefficients cj, et sy.

Par le théoreme de Parseval Bessel, on a

270 T, oS R
T S@e=gre 3o :*“6”21# '
(iv) Calculer la somme de la série > oo k™4
Les égalités ci-dessus entrainent
i 1 2n°/5-2m5/9 nt
= T

- 167 90’
k=1

FEzercice 3. Soit E I'espace vectoriel de Hilbert (on admettra qu’il est complet) des suites {zx, k >
1} de carrés sommables muni de la norme || - || définie pour = € E par

[e.e]
lz)® = ok -
k=1

Pour n > 1, soit F;, le sous-espace de E des suites dont les éléments d’indice strictement supérieur
a n sont nuls, et soit G = US| F),.
(i) Montrer que F,, est un fermé d’intérieur vide.
F}, est un sous-espace vectoriel de dimension finie n, donc c¢’est un fermé d’intérieur vide.
(ii) G est-il un sous-espace vectoriel ¢
G est un sous-espace vectoriel comme réunion croissante de sous espaces vectoriels de E.
(iii) Montrer que G est d’intérieur vide.

G est une réunion dénonbrable de fermés d’intérieur vide d’un espace de Hilbert, qui est
un cas particulier d’espace de Banach. Par le théoréeme de Baire, G est d’intérieur vide.

(iv) Montrer que G est dense dans E.

G est dense dans E car tout élément de E est limite d’une suite d’élément de E. Soit
r = {xk, k> 1} € E et soit 2™ I'élément de E défini par

xp=xpsik<netzy=0sik>n.
Alors 2™ € F,, et

lim [|z" — 2|/ = lim E 3 =0
n—oo n—oo
k=n+1



